


























































合性はかなりあるものと思われる [17,21]. その長所は :






































たが,彼の仕事は前節の Shannon等の仕事 [11,22,27]に約 20毎も先立つものであっ
近. 現在では,この vonNeumannのエントロピーが物理学において有用な役割を




trp=1)とする. この T(3e)+,1 の元が密度作用素である. さらに,B(3e)
上の正規状態 ¢はある p∈T(光).,1を使って ¢(･)=trp･･と表せることが
わかっているので,以下 p そのものを状態とよぶことにする. 任意の状態 p の
V.N.エントロピーは
S(p)= -trplogp (2.1)
で与えられる. Umegaki[26]は 1962年噴,圭子系の相対エントロピーを q一有限
かつ半有限な vonNeumann代数上の2つの状態に関して定式化したが,これを V.N.




S(IjIcr)=trp(logp - logo)レ (2.2)





今,2つの C*力学系を (通,a,α(R)),(高,百,言(R))とする' すな
わち.由,高 は単位元を含む C*代数,a,百は各々 通,高 上の状態の全体,











(3)令,ある状態 ¢が他の状態 す に変化tたとき,少と すの相関を表す,節
謂合成状態を構成すること.
















(1)正使性 : S(p)≧ 0.
(2)凹 性 : p,q∈T(3e).,1⇒ S(入p+(1-A)cr)≧ 入S(p)+(11人)
S(o･)A.
(3)不変性 : p-β'で くβ の固有値〉∪〈0〉=〈β'の固有値〉∪〈0‡ 辛
S(〟)= S(β').
(4)下半連続性 : lpn-pl暮17. 0 ⇒ S(p)≦ liminfS(pn)･n→0勺
(5)加法性 : S(pi⑳p2)=S(pl)+S(I)2).
(6)劣加法性 : S(q)≦S(Ul)+S(C2).





学系とし,息 を弱 米 コンパクトな G の 凸部分集合とする (これらの数学的条件
はけして強いものではなく,物理的にも自然なものである). この 息 として重要
なものは,(1)品=G,(2)品=Ⅰ(α)(α一不変状態の全体),(3)息=K (α)
β
(ある定数 β(温度の逆数)で α に関するKMS(平衡)状態の全体)などがある
[6,29].
¢∈鬼 に対して.e,Y息 (息 の端点の集合)を準台としてもつ 点 上の正則な極大
Bore7測度 〃 が存在して,
め- lAud〟




Dpi(品)≡ 〈LL∈M95(息);∃ (Llく‡⊂R十,∃ 〈¢k〉⊂ e.Y品,∑k〟k=1,
/1=∑/lk8(¢k))
H(Jl)≡ -∑kLLklogiLk (∀/1∈D声(品))
とおくとき,鳥 に関する状態 ¢∈品 のエントロピー S (め)を
? ?





で定める [13]. この定義で D声(品)=P のとき,S(め)≡co としたのは
卓が非可算個の純粋状態が混り合ったものであれば,¢の 鳥 における漏り具合,
すなわち,鳥 における不確定さは当然 … とみなせるからである. さらに,我々の
エントロピーは 息 に依存していること,すなわち,どのような基嬢からめ の不確
定さを計るかに依存していることが重要である. 例えば,¢∈K(α)に対し
て,SK(α)(損 ,SI(α)(め),sG(め)は一般に全て異なるのである.
こうして導入された C*力学系の状態 ¢∈晶 のエントロピーは,V.～.エントロ
ピーと同様,(1)正使性,(2)ゲージ不変性,(3)凹性 などの基本的性質を有する
が,さらに次の性質も持っている [13,18].
<定球3.2> ¢(･)= trp･ のとき,SG(¢)≡ -trplogp.
<定理 3.3> 下半連続性 :‡¢n)⊂K_(α)で,J¢n- ¢H- 0 のときβ
K(α) K(α)
S (¢)≦ 日minfS (申｡)
品
上の`定理3･2'より,エントロピ~ S (め)は ∨･"･エントロピ盲の拡掛 こ












12]. この量子系のチャンネル 八*は次の (i),(ii)を満たす Gから百 への




(ii)由,扇 が vonNeumann代数のとき ^ は正規写像.
チャンネルの例として,物理系では次のようなものがよく現れる.
(例1) ユニタリー変換 :由=苗=B(3e),G=石=T(3e).J,Ut=eitH(I
∈R,H は系の HamHtonian)のとき.状態 p の時間発展
八㌦ β=U_t〟ut.
(例2) 量子観測 '.(例 1)と同じ 通,G に対して,コンパクト作用素 Q のス
ペクトル分解を ∑｡q｡Qnとする. このとき,Q を観測した後での β の変化
^+p=EnQnpQn.
(例3) 力学的半群よる時間畳屋 :(例 1)と同じ 由,G と力学的半群 〈Vt ;
t∈R十)に対して,
At+p = Vt*pVt.
(例4) 開放系 :ある観測の対象となる系 ∑ 1 が HHbert空間 叉 で記述され
る外界 ∑ 2 と相互作用していたとし,それらの初期状態が各々 β,βであったとす
ると,∑ ェ と ∑2の時刻 t での結合状態 ¢tは,¢t= Ut*(p⑳8)Utとな
る. ここで,Ut=exp(itH)で H は ∑ 1 と ∑ 2 の合成系の全ハミル トニア
ンである. このとき,興味ある系 ∑1の状態 p の変化は p-+八p=tr2¢tで
与えられる. なお.'tr2'は合成系 ∑i⑳∑e(3e⑳£)において外界 ∑2(£)に
関してのみトレースを取ってしまうこと (reductiol)を示している.
エントロピー増大に関しては次が証明できる [20】.
<定揮4.1> チャンネル ^*が tr^ *p=trJ3,∀J)∈G を満たすとき,
S(p)≦ S(八*p).
[定義4.1] 八*を G から G へのチャンネルとする.
def
(1)^･が定常的 一 八｡言､=αt｡八 (∀t∈R).
def




(3)八十が KMS 忘戸 八林が定常的で 八書くK(α))｡K(言)･










2つの状態 ¢,少 に関する相対エン トロピー S(¢t¢)は前述したように
Umegaki[26]によって導入され,Araki[1,2],Uhlmann[25コ,Donald[4コによっ
て一般化きれた童であるが,この量は,2つの状態 47と ¢ の一種の "離れ具合M
を表す圭となっていて,その意味で 47と 少の違いを論ずる上で有用なものである.
ここでは Arakiによる定義を紹介 しておこう.
任意の A∈訳 に対して,ベクトル X,y を用いて,め(A)=<Ⅹ,Ax>,
4,(A)=<y.Ay> と表されている vonNeumann代数 机 上のある正規状態 ¢
と 4,に対 して (Ⅹ,y が 叉 の正錐 [27]に属 しているとき),作用素 Sy.,.y を
定義域 5Ty.(ト sHTZy)£上に次のように定める.
sx,y(Ay.Z)= S訳(y)Aホx (A｡HT), S訳;y)2=｡.
ここで,S沢之y)は 沢 に属するベク トルyの台,記は qTが作用している
HHbert空間である. この作用素 S x,y によって,相対モジュラー作用素 △x,y
が,△x,y=(Sx,y)*訂 ･T定められ,これを使って相対エントロピー S(¢l
め)は次のように与えられている [1,2].






特に,訳=B(3e)で ¢,47が ¢(A)=tro,A,¢(A)=trpA である密度作用素
U,13 によって与えられるとき,この Arakiの相対エントロピーは Umegakiの相対
エントロピー
S(dJI¢)= trp(logo-1ogq)
に一致する. 更に.¢ と ゆがC祥一力学系の状態であるときの相対エントロピー
∫
は,UhlTnannによって定式化されているが,この相対エントロピー Sく¢1¢)は,ー 一ヽ一
Arakiの 相対エントロピー S(dJl¢)に一致することがわかる [8コ. ただし,コJ i=亡コ
¢ と 4)は vonNeumann代数 Tr (通)''上へ の ¢と d)の拡張である
¢+め
(7t は 由 の GNS 表現). この相対エントロピーは古典系のそれと同様
¢+少
な性質を有している. 例えば,任意の2つの状態 ¢,少と状態の列 〈¢｡),
(砂｡)に対して,次の定理が成立する.
<定理5.1> S(dlIa))の悼賀
(1)正値性 : S(ゆ l¢)≧0.
(2)同時凸性 : S(人中i+(1-人)4)21人¢1+(1-A)¢2)≦入S(¢11¢1)
+(1二人)S(少21¢2).










量子系において,状態 ¢∈点く⊂G)がチャンネル ^*によって,状態 す=
^*¢∈石 に変化したとき,d'の情報のどれほどが 首 へ謙信したかを蓑す相互エ





中島 -｢ U.⑳… d/iL J品 (6.1)
とおき,これを 品 と LLに関する 中 と 八事¢の相関を表す合成状態とよぶ [14,
15]. この 〇品 は 由 と 詔 が可換の場合は,通常の古典系の合成状態 (合成測
〃
痩)に一致することがわかる. さらに ¢ と 八*¢の相関を表さない合成状態
(直積状態)は
甘 = ¢⑳八*¢
で与えられる. これらの合成状態と前節の相対エントロピー S(･い )を使い,
a)∈息 と Ll殺び 八*に関する相互エントロピーを
l品(め;^ り ≡ S(中島 IV)
〃 〟
で定め,i)∈基 と 八林に関する相互エントロピーを







(〟∈D く品): S息(め)≦ H(〟)≦ S息(¢)+e<佃 〉
¢
鳥
M (息 ) (ifS (め)=cQ)
¢
である.
以下,IG(¢;^ り を Ⅰ (¢;八祥)などと G は省略してかき,また中 の代
〟 〟
わりに p を使った場合は 由=B(ae),苗‥B(死)とする. 相互エントロピーに
関する基本的性質として次の定理が証明できる [15,16].
C
<定揮6.1･> LLが F ､(G)nD (a)に属し,かつ直交的 (i.e.,¢の成
¢ ¢
分である ¢kの台が互いに直交する)であるとき,
0 ≦ I (¢;八つ
〃
S(^ *U IA事¢)diL< S(¢)+C.
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<系6.2> 0 ≦ Ⅰ(p ;^ り ≦ S(p).
上記の定理とその系は古典系における Shannonの基本定理の量子力学版である.
さらに,チャンネルのエルゴ-ド特性と関連がある次の結果も得られている.
<定理6.3> (1)八*が確定的であれば Ⅰ(p;八り =S(〟).
(2)八*が無秩序的であれば Ⅰ(p;入り =0.















今,人力系と出力系の Hilbert空間 光 1 と 光eに加えて,外部効果を記述する












(2) 7tは B(3C2⑳ヱ2)から B(ael⑳ヱ1)への完全正写像で 7t(Ⅰ2)=Ilを
みたすものである. ただし, I l は 光 l⑳ヱ i上の恒等作用素とする.
(3) γ は,ある cr∈G(£1)と任意の Q∈B(託i⑳£1)に対して
γ(Q)≡trヱlJQ
で与えられる 13(aei⑳£i)からB(3el)への写像である.
<定揮7.1> 上記の A は B(3C2)から B(託1)への完全正写像である.
さて,上記の3つの写像 a,7,γ の共役写像 a*,7t*,γ書は次のように定
められる:
(1り a*は G(ae2⑳£2)から G(光2)への写像であり,簡単な計算の結果
a祥(a)=trヱ28 ,8∈G(3e2⑳ヱ2)
と表せることがわ･かる.
(2') 7t*は G(Xl⑳ヱ1)から G(光2⑳£2)への写像である. さらに,雑
音も損失もなければ,情報は正しく伝送されると考えられるから,そのときは 7t*
を G(3el⑳£1)から 6(3C2⑳£2)への確定的チャンネルであるとしてよい.









^*(p･)=a* ｡7t * ｡γ*(p),
=trReが (p⑳q),P∈G(ael)
(7.2)
と書き表きれるのである. 従って,雑音 Uと合成系間のチャンネル 7t+がわかれ
ば,光通信系のチャンネル ^書が構成できたことになる. この構成法は文献 [14]















子符号 (状態)を 号 l とし,その集合を 三=くそO,･･･,号 n_1) とする. シ
ンボルの個数 n は当然場合場合によって異なるが,ここでは議論を簡単にするため




である. このとき,例えば,シンボル系列 (0,1,0,0,1)は くそ0,号1,
号0,号0,号′1)という光信号によって伝送されるのである･
さて,Hilbert空間 ael で記述される人力側の ぞ ｡ として真空状態を表す密度作
用素 10><Ofをとり,これを 吉 .(1) (く1)は aelの添字に対応)で表し,ぞ 1とし
てはある適当な光の圭子状態をとり,号 1く1)と表すこととする. 従って,チャン
ネル 八*を通して2つの状態 号 . (1)と 吉 1(1) が送られるが,このときの誤り確
率を計算する公式を,^*構成法のひとつの応用として尊く.
誤り確率を尊くにあたり,以下簡単のため雑音は圭子効果である真空のゆらぎゐみ
によるものとしよう. すなわち,U は Hilbert空間 £ 1 における真空状態ベク
トル IO>を使って,o･=IO><Olと表されるものとする. 従って,2つの信号
"0Mと 'lMを送るとき,対1カが光の損失のため '0'と聞達われることはあって




qe=tr^ *(.,f l(1))号 .(2)
すなわち,

































状態を有する-径数力学的半群 八(R十)の共役写像とする. この 八(R十)に対し
て,
由 ≡ 〈A∈由 ;At(A)= A,∀t∈R+)
八
由 ≡ tA∈由;八七(A*A)=八t(A*)^ t(A),∀t∈R十〉
C
とおく. このとき,由 は 由 の V.N.部分代数となり,始 から 由 への条件
八 八
付期待値 己 が存在する.
<昏揮9.1> 定理6.1の集件がみたきれ,かつ 由 = 由 であり,由 が
八 C
I型であれば,
Ⅰ (め;^ *t)I I (め;邑*) (七一c).
〃 〃
<定理9.2> 由=B(光)であり,Sd =由 であれば,次が成立する:
八 C
(1)Ⅰ(p;^ *t)I I(p;邑') (I-+∞).
(2)Ⅰ(p;邑')=0,∀p ⇔ 八(R+)は唯ひとつの定常状態を有する.
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